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Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé äâóõìàññíîãî
ðåçîíàíñíîãî ãðîõîòà ñ îäíîñòîðîííèì îãðàíè÷èòåëåì áåç çàçîðà
Î. Þ. Ìàêàðåíêîâ
Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïåðè-
îäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ìîäåëè ðåçîíàíñíîãî ãðîõîòà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
÷àñòîòû ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ñîîòíîñÿòñÿ êàê 1:2 è ÷àñòîòà âíåøíåãî äâè-
ãàòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ìåíüøåé èç ýòèõ ÷àñòîò. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ñîîòâåòñòâó-
åò øèðîêî èñïîëüçóåìîìó ðåæèìó ðàáîòû ãðîõîòà  íåëèíåéíîìó ðåçîíàí-
ñó. Îáîñíîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííîé àâòîðîì íåãëàäêîé
âåðñèè âòîðîé òåîðåìû Í.Í. Áîãîëþáîâà. Ñòðîãî äîêàçàíî, ÷òî íàéäåííûé
ðåçîíàíñíûé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ äâóõ÷àñòîòíûì.
1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå äâóõìàññíîãî ðåçîíàíñíîãî
ãðîõîòà, ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà èã. 1.
0
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Ôèã. 1: Ñõåìà äâóõìàññíîãî ðåçîíàíñíîãî ãðîõîòà, ïðèâîäèìîãî â äâèæåíèå äâèãàòåëåì ñ ÷àñòîòîé âðà-
ùåíèÿ ω. Æåñòêîñòü ïðóæèíû P îïèñûâàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíîé óíêöèåé P (x1−x2) = max {0, x1 − x2}.
Â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ è ïðè âûêëþ÷åííîì äâèãàòåëå çàçîð ìåæäó îãðàíè÷èòåëåì P è òåëîì m1 ðàâåí íóëþ.
Ïðè âûêëþ÷åííîì äâèãàòåëå è îòñóòñòâèè òðåíèÿ ñèñòåìà ñîâåðøàåò
äâóõ÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè ω1 è ω2. Åñëè âêëþ÷èòü äâèãàòåëü
è ñ÷èòàòü òðåíèå ìàëûì, òî ïðèáëèæàÿ ω ê ω1 èëè ω2, â ñèñòåìå âîçíèêàåò
ðåçîíàíñ. Â [1, ñ. 137℄ çàìå÷åíî, ÷òî îäèí èç ýòèõ ðåçîíàíñîâ w = ω2 ÿâ-
ëÿåòñÿ íåëèíåéíûì è ÷òî ïðè÷èíîé íåëèíåéíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàùèéñÿ
â ìîäåëè óïðóãèé îãðàíè÷èòåëü. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ äàííîãî óòâåðæäåíèÿ â
êíèãå [1℄ èñïîëüçîâàí òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ýêâèâàëåíòíîé ëèíåàðèçàöèè,
ÿâëÿþùèéñÿ íå âïîëíå ñòðîãèì.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îðìàëüíîì òðåáîâàíèè ìà-
ëîñòè æåñòêîñòè îãðàíè÷èòåëÿ óêàçàííûé íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ ìîæåò áûòü
ñòðîãî èçó÷åí ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ è, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êîëåáàíèé ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ïðè ïîìîùè íåãëàäêîãî
àíàëîãà âòîðîé òåîðåìû Í.Í. Áîãîëþáîâà [2℄.
Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñïî-
ñîá ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé îðìå ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ ñèñòåìû äè-
åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íàèáîëåå îáùóþ ìåõàíè÷åñêóþ
ñèñòåìó äâóõ ñâÿçàííûõ òåë. Â ðàçäåëå 3 ââîäÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè
íåãëàäêîãî àíàëîãà âòîðîé òåîðåìû Í.Í. Áîãîëþáîâà. Â òðåòüåì ðàçäåëå
ïîëó÷åííûé ñïîñîá ïðèìåíÿåòñÿ ê ñèñòåìå äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ ìîäåëü ãðîõîòà èã. 1, â êîòîðîé äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ ω2 = 2ω1 = 2ω. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàëè÷èå óïðóãîãî îãðàíè÷èòåëÿ
ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïåðèîäè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ñ äâóìÿ
÷àñòîòàìè ω è 2ω.
2. Îáùåå óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóäû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñëàáîíåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ, ñîäåðæàùèõ äâà òåëà. Ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîîðäèíàòû x1 è x2 äâóõ òåë, ñâÿçàííûõ
ïîñðåäñòâîì ñëàáî íåëèíåéíûõ ïðóæèí, ïðè ó÷åòå âÿçêîãî òðåíèÿ è ïåðèî-
äè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, â íàèáîëåå îáùåì âèäå ìîæíî çàïèñàòü êàêm1x¨1
m2x¨2
+Mx +
εq˙1(Q1(ε)x)Q1(ε)x˙
εq˙2(Q2(ε)x)Q2(ε)x˙
 = εF (t, x, x˙, ε) (2.1)
ãäå m1, m2 > 0  ìàññû òåë, ε > 0  ìàëûé ïàðàìåòð, M  2 × 2-ìàòðèöà,
Q1(ε), Q2(ε)−1×2-ìàòðèöû è F : R×R2×R2×[0, 1]→ R2. Óñëîâèÿ íà èñïîëü-
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çîâàííûå óíêöèè áóäóò âîçëîæåíû ïîçæå, îòìåòèì ëèøü, ÷òî ñêàëÿðíûå
óíêöèè q1 è q2 íåïðåðûâíû è êóñî÷íî-ëèíåéíû, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîèçâîäíûå q˙1 è q˙2  êóñî÷íî-ïîñòîÿííû. Ñîâåðøèì ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé.
Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.1) êàêm1x¨1
m2x¨2
+Mx + ε
(q1(Q1(ε)x(·)))′
(q2(Q2(ε)x(·)))
′
 = εF (t, x, x˙, ε)
îòêóäà âèäíî, ÷òî ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå (ñì. [3℄)
y1(t) = m1x˙1(t) + εq1(Q1(ε)x(t)), y2(t) = m2x˙2(t) + εq2(Q2(ε)x(t))
ìîæåì ïåðåïèñàòü åå â âèäå ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
x˙1 =
1
m1
(y1 − εq1(Q1(ε)x)), x˙2 = 1
m2
(y2 − εq2(Q2(ε)x))y˙1
y˙2
 + Mx = εF
t, x,
 1m1 (y1 − εq1(Q1(ε)x))
1
m2
(y2 − εq2(Q2(ε)x))
 , ε

(2.2)
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà âûïèñûâàåòñÿ êàê
x˙1 =
1
m1
y1, x˙2 =
1
m2
y2 (2.3)
y˙1 = −a11x1 − a12x2, y˙2 = −a21x1 − a22x2 (2.4)
ãäå aij  êîìïîíåíòû ìàòðèöû M. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ
òðåáóåòñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.3)-(2.4) ÿâëÿþòñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêèìè. Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî èìååò ìåñòî. Ïîäñòàâëÿÿ
ïåðâîå óðàâíåíèå (2.3) â ïåðâîå óðàâíåíèå (2.4), âòîðîå óðàâíåíèå (2.3) âî
âòîðîå óðàâíåíèå (2.4), è ïîëó÷åííîå â ïåðâîì ñëó÷àå óðàâíåíèå â ïîëó÷åí-
íîå âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ x1
....
x 1 +
a11
m1
x¨1 +
a22
m2
x¨1 − a21a12
m1m2
x1 +
a22a11
m1m2
x1 = 0 (2.5)
ïðè ýòîì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.4)
x2 = (−a11x1 −m1x¨1) /a12 (2.6)
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Ïîýòîìó, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (2.3)-(2.4) èìåëà òîëüêî ïåðèîäè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óðàâíåíèÿ (2.5) áûëè ðàçëè÷íû è ÷è-
ñòî ìíèìûå. Äàííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí âûïèñûâàåòñÿ êàê
λ4 + (a22(1/m2) + a11(1/m1))λ
2 + (a11a22 − a21a12)/(m1m2) = 0
è åãî êîðíè êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ïî îðìóëå
λ21,2 = −
1
2
(
a22
1
m2
+ a11
1
m1
)
± 1
2
√(
a22
1
m2
− a11 1
m1
)2
+ 4
1
m1m2
a21a12 (2.7)
Ïîýòîìó, êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3)-(2.4) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a21a12 < a11a22 (2.8)
Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ïðàâèëó ñîñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé (ñì. [4℄), îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå x1(t) = a12 (A1C sinω1t+ A1S cosω1t+A2C sinω2t+ A2S cosω2t) ,
ãäå w1,2 =
√−(λ1,2)2 è A1C , A1S, A2C, A2S  ïðîèçâîëüíûå ïîñòî-
ÿííûå. Òîãäà, èç (2.6) èìååì x2(t) = (−a11 + m1ω21)(A1C sinω1t +
A1S cosω1t) + (−a11 + m1ω22)(A2C sinω2t + A2S cosω2t). Òàêèì îá-
ðàçîì, îáùåå ðåøåíèå (x1, x2, y1, y2) ñèñòåìû (2.3)-(2.4) èìååò âèä:
(x1(t), x2(t), y1(t), y2(t))
∗ = Ω(t)(A1C, A1S, A2C, A2S)∗
ãäå
Ω(t) =

a12 sin(ω1t) a12 cos(ω1t)
(−a11 +m1ω21) sin(ω1t) (−a11 +m1ω21) cos(ω1t)
m1ω1a12 cos(ω1t) −m1ω1a12 sin(ω1t)
m2ω1(−a11 +m1ω21) cos(ω1t) −m2ω1(−a11 +m1ω21) sin(ω1t)
a12 sin(ω2t) a12 cos(ω2t)
(−a11 +m1ω22) sin(ω2t) (−a11 +m1ω22) cos(ω2t)
m1ω2a12 cos(ω2t) −m1ω2a12 sin(ω2t)
m2ω2(−a11 +m1ω22) cos(ω2t) −m2ω2(−a11 +m1ω22) sin(ω2t)
 (2.9)
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Ëåììà 1. Ïóñòü Ω(t)- óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû v˙ = Cv, ãäå C  n × n-ìàòðèöà. Íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìàÿ
óíêöèÿ t 7→ v(t) ÿâëÿåòñÿ íà îòðåçêå [0, t0] ðåøåíèåì ñèñòåìû
v˙ = Cv + g(t, v) (2.10)
ãäå g ∈ C0(R× Rn,Rn), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óíêöèÿ
u(t) = Ω(t)−1v(t) (2.11)
ÿâëÿåòñÿ íà ýòîì îòðåçêå ðåøåíèåì ñèñòåìû
u˙ = Ω(t)−1g(t,Ω(t)u) (2.12)
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî [5, ëåììà 2.4℄.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû (2.2) ê ñòàíäàðòíîé îðìå ïðèí-
öèïà óñðåäíåíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü îáðàòíóþ ê (2.9) ìàòðèöó. Ïðÿìîé
ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ìàòðèöà äàåòñÿ îðìóëîé
Ω(t)−1 =

− 1
ω1
cosω1t − 1ω2 sinω1t 0 0
1
ω1
sinω1t − 1ω2 cosω1t 0 0
0 0 1
ω2
cosω2t
1
ω1
sinω2t
0 0 − 1
ω2
sinω2t
1
ω1
cosω2t
 ◦
◦ 1
(m1)2m2a12((ω1)2 − (ω2)2)

cosω2t − sinω2t 0 0
sinω2t cosω2t 0 0
0 0 cosω1t − sinω1t
0 0 sinω1t cosω1t
 ◦
◦

m2p22m1ω2 sinω2t −m1a12m2ω2 sinω2t m2p22 cosω2t −m1a12 cosω2t
m2p22m1ω2 cosω2t −m1a12m2ω2 cosω2t −m2p22 sinω2t m1a12 sinω2t
m2p21m1ω1 sinω1t −m1a12m2ω1 sinω1t m2p21 cosω1t −m1a12 cosω1t
m2p21m1ω1 cosω1t −m1a12m2ω1 cosω1t −m2p21 sinω1t m1a12 sinω1t

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ãäå p21 = −a11m1ω2, p22 = −a11+m1ω22. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ìîæåì çàïèñàòü
ñèñòåìó (2.2) â ñòàíäàðòíîé îðìå ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ
A˙ = εΩ(t)−1g(t, A, ε) (2.13)
ãäå A = (A1C, A1S, A2C, A2S) ∈ R4,
g(t, A, ε) =

− 1
m1
q1
(
Q1(ε)
(
Ω1(t),Ω2(t)
)∗
A
)
− 1
m2
q2
(
Q2(ε)
(
Ω1(t),Ω2(t)
)∗
A
)
F
t,
Ω1(t)
Ω2(t)
A,

1
m1
Ω3(t)A− εq1
Q1(ε)
Ω1(t)
Ω1(t)
A

1
m2
Ω4(t)A− εq2
Q2(ε)
Ω1(t)
Ω1(t)
A



(2.14)
è Ωi(t) îáîçíà÷àåò i-þ êîìïîíåíòó 4-ìåðíîãî âåêòîðà Ωi(t)A. Òàê êàê ìàò-
ðèöà Ω(t) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà R, òî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîìó ðå-
øåíèþ t → A(t) ñèñòåìû (2.13) ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå
ðåøåíèå (x1(t), x2(t), y1(t), y2(t))
∗ = Ω(t)A(t) ñèñòåìû (2.2). Áîëåå òîãî, êîì-
ïîíåíòû (y1, y2) ýòîãî ðåøåíèÿ, î÷åâèäíî, äèåðåíöèðóåìû ïî âðåìåíè è,
çíà÷èò, êîìïîíåíòà (x1, x2) ÿâëÿåòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1).
Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.8), òî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì A(t) ñèñòåìû (2.13) ñîîòâåòñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ (x1(t), x2(t)) = (Ω1(t)A(t),Ω2(t)A(t)) ñèñòåìû (2.1), ãäå
ìàòðèöà Ω(t) äàåòñÿ îðìóëîé (2.9).
3. Âòîðàÿ òåîðåìà Í.Í. Áîãîëþáîâà äëÿ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíî
äèåðåíöèðóåìûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé â ðàçäåëå 2 ñèñòåìû (2.13) óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèÿì ïðåäëîæåííîãî àâòîðîì â [2℄ íåãëàäêîãî àíàëîãà âòîðîé òåîðå-
ìû Í. Í. Áîãîëþáîâà.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ f ∈ C0([0, T ] × Rn × [0, 1],Rn) íàçîâåì èíòå-
ãðàëüíî äèåðåíöèðóåìîé, åñëè êàæäîìó γ > 0 ñîîòâåòñòâóåò δ > 0 è
ìíîæåñòâî M ⊂ [0, T ], ëåáåãîâà ìåðà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò γ > 0, òà-
êèå, ÷òî äëÿ âñåõ ‖v − v0‖ < δ, t ∈ [0, T ] \M è ε ∈ [0, δ] óíêöèÿ f(t, ·, ε)
äèåðåíöèðóåìà â òî÷êå v è
‖f ′v(t, v, ε)− f ′v(t, v0, 0)‖ 6 γ
Ëåììà 2. Ïóñòü h ∈ C0(R× Rn × [0, 1],Rn) è
Rns = {ξ ∈ Rn : sign(ξi) = si, i ∈ 1, n}, s ∈ {−1, 1}n = {−1, 1} × · · · × {−1, 1}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò 2n óíêöèé hs ∈ C1(R × Rn ×
[0, 1],Rn), s ∈ {−1, 1}n òàêèõ, ÷òî
h(t, ξ, ε) = hs(t, ξ, ε), (t, ξ, ε) ∈ R× Rn × [0, 1], s ∈ {−1, 1}n
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D ∈ C0(R × Rn × [0, 1],Rn) è óíêöèÿ D1(·, v0, 0) · ... ·
Dn(·, v0, 0) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà [0, T ]. Òîãäà óíêöèÿ (t, v, ε) 7→
h(t, D(t, v, ε), ε) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ èíòåãðàëüíîé äèåðåíöèðóå-
ìîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 6 t1 6 t2 6 · · · 6 tk 6 T  âñå íóëè óíêöèè
D1(·, v0, 0) · ... ·Dn(·, v0, 0) íà îòðåçêå [0, T ]. Çàèêñèðóåì γ > 0 è ïîëîæèì
M =
(⋃k
i=1
(
ti − γ2k , ti + γ2k
)) ∩ [0, T ]
òî åñòü
D1(·, v0, 0) · ... ·Dn(·, v0, 0) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]\M (3.1)
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî D1(t, v, ε) · ... ·Dn(t, v, ε) 6= 0 äëÿ
âñåõ t ∈ [0, T ] \ M, ‖v − v0‖ < δ, ε ∈ [0, δ]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëî-
æèâ ïðîòèâíîå, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tm, vm, εm) → (t0, v0, 0) ïðè
m→∞, ãäå t0 ∈ [0, T ]\M è òàêóþ, ÷òî D1(tm, vm, εm)·· · ··Dn(tm, vm, εm) = 0
ïðè m ∈ N, â ÷åì ïðîòèâîðå÷èå ñ (3.1). Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì
t ∈ [0, T ] \M, ‖v − v0‖ < δ è ε ∈ [0, δ] íàéäåòñÿ st,v,ε ∈ {−1, 1}n òàêîå,
7
÷òî D(t, v, ε) ∈ Rnst,v,ε è, çíà÷èò, óíêöèÿ h(t, D(t, ·, ε), ε) äèåðåíöèðóåìà
â òî÷êå v. Çàìåòèì, ÷òî δ > 0 ìîæåò áûòü óìåíüøåíî åùå è íàñòîëüêî, ÷òî
st,v,ε = st,v0,0 ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] \M, ‖v − v0‖ < δ, ε ∈ [0, δ]
Àíàëîãè÷íî, äîêàçûâàÿ îò ïðîòèâíîãî è âûäåëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñõîäÿ-
ùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî D(t0, v0, 0) ∈
Rnlim
m→∞
stm,vm,εm
, ãäå limm→∞ stm,vm,εm 6= st0,v0,0 è t0 ∈ [0, T ] \ M. Íî, ïî îïðå-
äåëåíèþ, Rns1 ∩ Rns2 = ∅ ïðè s1 6= s2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.
×àñòíûé ñëó÷àé óíêöèé D1 è D2 ïðè n = 2 èçó÷àëñÿ ðàíåå â [2℄ è â
ðàáîòàõ À. Áóéêà.
Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ñèñòåì (3.2), â êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü íå âåçäå äèå-
ðåíöèðóåìà, íî ëèïøèöåâà è óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ èíòåãðàëüíîé äè-
åðåíöèðóåìîñòè, óòâåðæäåíèå âòîðîé òåîðåìû Í. Í. Áîãîëþáîâà [6, Òåîðå-
ìà II℄ ïîëíîñòüþ ñïðàâåäëèâî. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí àâòî-
ðîì â [2℄, íî íåêîòîðûå ïîõîæèå èäåè íåÿâíî èñïîëüçîâàëèñü åùå â êëàññè-
÷åñêèõ ðàáîòàõ ïî äèíàìèêå ïîäâåñíûõ ìîñòîâ (ñì. íàïð. [7℄). Áîëåå òî÷íî,
èìååò ìåñòî òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü óíêöèÿ h ∈ C0(R×Rn× [0, 1],Rn) è D ∈ C0(R×Rn×
[0, 1],Rn) T -ïåðèîäè÷íû ïî âðåìåíè è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 2.
àññìîòðèì ñèñòåìó
A˙ = εh(t, D(t, A, ε), ε) (3.2)
è ñîîòâåòñòâóþùóþ óíêöèþ óñðåäíåíèÿ
h(A) =
1
T
∫ T
0
h(τ,D(τ, A, 0), 0)dτ
Ïóñòü A0 ∈ Rn  íåêîòîðûé íóëü óíêöèè h, â îêðåñòíîñòè íåêîòîðî-
ãî h íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà. Òîãäà, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû h
′
(A0) îòðèöàòåëüíû, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñè-
ñòåìà (3.2) èìååò åäèíñòâåííîå T - ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Aε òàêîå, ÷òî
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Aε(t) → A0 ïðè ε→ 0. Áîëåå òîãî, ðåøåíèå Aε àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ([2℄, òåîðåìà 2.5), ëåììû 2 è çàìå÷àíèÿ î òîì,
÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû 2 óíêöèÿ (t, v, ε) 7→ h(t, D(t, v, ε), ε) ëèïøèöåâà ïî
v ðàâíîìåðíî íà R× Rn × [0, 1].
4. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è äâóõ÷àñòîòíîñòü ðåçîíàíñ-
íûõ êîëåáàíèé äâóõìàññíîãî ðåçîíàíñíîãî ãðîõîòà. Óðàâíåíèÿ èçó-
÷àåìîãî ãðîõîòà (èã. 1) âûïèñûâàþòñÿ (ñì. [1℄, ñ. 133) êàê
m1x¨1 + εP˙ (x1 − x2)(x˙1 − x˙2)− εk0(η˙(t)− x˙1 + x˙2) +
+P (x1 − x2)− k0(η(t)− x1 + x2) = 0 (4.1)
m2x¨2 − εP˙ (x1 − x2)(x˙1 − x˙2) + εk2x˙2 + εk0(η˙(t)−
−x˙1 + x˙2)− P (x1 − x2) + k2x2 + k0(η(t)− x1 + x2) = 0 (4.2)
Ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè æåñòêîñòè ïðóæèíû ïðèâîäèò ê óíêöèè P âèäà
P (∆) = εk̂1∆
+, ãäå ∆+ = max{0,∆}. Êîýèöèåíòû k0 è k2 óäîáíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå k0 = k0 + εk˜0, k2 = k2 + εk˜2. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ðåçîíàíñà àì-
ïëèòóäà, ñîîáùàåìàÿ ýëåêòðîäâèãàòåëåì, âûáèðàåòñÿ ïîðÿäêà ε > 0, òî åñòü
ïîëîæèì k0η(t) = εη˜(t). Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ê ñòàíäàðò-
íîé îðìå ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ èñïîëüçóåì ðåçóëüòàò ðàçäåëà 2, óíêöèè
êîòîðîãî ïðèíèìàþò â ñëó÷àå ñèñòåìû (4.1)-(4.2) ñëåäóþùèé âèä:
M =
a11 a12
a21 a22
 =
 k0 −k0
−k0 k0 + k2
 ,
Q1(ε)
Q2(ε)
 = εk̂1(x1 − x2)
 1
−1

è q1(v) = q2(v) = v
+. Ôóíêöèþ (2.14) çàïèøåì â óäîáíîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ
òåîðåìû (1) âèäå:
g(t, A, ε) = g˜(t, D(t, A, ε))
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ãäå
g˜(t, ξ, ε) =

− 1
m1
(εk̂1ξ1)
− 1
m2
(εk̂1ξ1)
−k̂1(ξ1)+ + k˜0(−ξ1) + k0(−ξ2) + η˜(t) + εk˜0(−ξ2) + εk0η˙(t)
−k̂1(ξ1)+ − k˜0(−ξ1)− k0(−ξ2)− η˜(t)− k˜2ξ4 − k2(ξ4 − ξ2)
−εk˜0(−ξ2)− εk0η˙(t)− εk˜2(ξ4 − ξ2)

D(t, A, ε) =

1 0 0 0
−ε2k̂1 1m1 + ε2k̂1 1m2 1 0 0
0 0 1 0
−ε2k̂1 1m1 0 0 1


Ω1(t)A− Ω2(t)A
1
m1
Ω3(t)A− 1m2Ω4(t)A
Ω1(t)A
1
m1
Ω3(t)A

Òàê êàê äèåðåíöèðóåìîñòü óíêöèè (t, ξ, ε) 7→ g˜(t, ξ, ε) íàðóøàåòñÿ òîëü-
êî íà ãèïåðïëîñêîñòè ξ1 = 0, òî óíêöèÿ h(t, ξ, ε) = Ω
−1(t)g˜(t, ξ, ε) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2. Òàê êàê ñòðîêè ìàòðèöû Ω(t) ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû, òî óñëîâèÿì ëåììû 2 óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è óíêöèÿ D. Äëÿ ïðèìå-
íåíèÿ òåîðåìû 1 îñòàåòñÿ íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óíêöèÿ
t 7→ Ω−1(t)g˜(t, D(t, A, ε), ε) (4.3)
ïåðèîäè÷íà. Óñëîâèå (2.8) ïðèîáðåòàåò âèä −k0(−k0) < −k0(−k2 + k0), òî
åñòü âûïîëíåíî âñåãäà. Õîòÿ äëÿ ïåðèîäè÷íîñòè óíêöèè (4.3) äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ÷àñòîòû ω1 è ω2 èç (2.9) áûëè ñîèçìåðèìû, íàèáîëüøèé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ω2 = lω1 äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N. Ïîäñòàâëÿÿ äà-
âàåìûå îðìóëîé (2.7) çíà÷åíèÿ ω1 è ω2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ
ïåðèîäè÷íîñòè óíêöèè (4.3)
l2
(
k2 + k0
m2
+
k0
m1
)2
= (1 + l2)24
k0k2
m1m2
äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N (4.4)
η˜
(
t+
2pi
min{ω1, ω2}
)
= η˜(t) ïðè âñåõ t ∈ R (4.5)
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Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî îò óíêöèè (4.3) îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì l â
(4.4) è óíêöèåé η(t) â (4.5). Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðîâîäèì ýòî âû÷èñëåíèå
äëÿ ñëó÷àÿ l = 2 è η(t) = cos(ωt), ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü îñíîâíîå ÿâëåíèå
 äâóõ÷àñòîòíîñòü êîëåáàíèé ãðîõîòà.
4.1. Âû÷èñëåíèå óíêöèè óñðåäíåíèÿ â ñëó÷àå ω2 = 2w, ω1 = w.
Äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ â ïîðîæäàþùåì ðåøåíèè ãàðìîíèêè ñ
÷àñòîòîé 2w. Óñðåäíÿÿ óíêöèþ (4.3) çà ïåðèîä 2pi/ω, ïðè k̂1 = 0 ïîëó÷àåì
h0(A1C , A1S, A2C, A2S) =

−αA1C − βA1S + µ
βA1C − αA1S
−γA2C − σA2S
σA2C − γA2S

ãäå
α =
ω
6
(
k0k2
m1m2ω3
− k0
m1ω
− k0 + k2
m2ω
+ 4ω
)
β =
ω
6
(
4k˜0
k0
+
k0k˜2
m1m2ω4
− k˜0
m1ω2
− k˜0 + k˜2
m2ω2
)
γ =
ω
6
(
4k0
m1ω
+
4k0
m2ω
+
4k2
m2ω
− k0k2
m1m2ω3
− 4ω
)
σ =
ω
6
(
2k˜0
m1ω2
+
2k˜0
m2ω2
+
2k˜2
m2ω2
− 2k˜0
k0
− k0k˜2
2m1m2ω4
)
µ =
1
6m1ω3
(
1
m1
+
1
m2
)
r − 2
3k0m1ω
r
Óñëîâèÿ (ñì. òåîðåìó 1) ñóùåñòâîâàíèÿ ó óíêöèè h0 åäèíñòâåííîãî íóëÿ
A0 òàêîãî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (h0)
′(A0) îòðèöàòåëüíû, ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíèÿì:
α > 0, γ > 0 (4.6)
è ñîîòâåòñòâóþùèé íóëü äàåòñÿ îðìóëîé
(A˜1C, A˜1S, A˜2C, A˜2S) =
(
µα
α2 + β2
,
µβ
α2 + β2
, 0, 0
)
(4.7)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ.
Ïðåäëîæåíèå 1. (k̂1 = 0) Ïóñòü äëÿ l = 2 âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ
(4.4)-(4.5). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.6). Òîãäà, ïðè k̂1 = 0 è âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0, ñèñòåìà (4.1)-(4.2) èìååò åäèíñòâåííîå 2pi
ω
-
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (x1,ε, x2,ε) òàêîå, ÷òîx1,ε(t)
x2,ε(t)
→
 −k0 µαα2+β2 sin(ωt) + k0 µβα2+β2 cos(ωt)
(−k0 +m1ω2) µαα2+β2 sin(ωt) + (−k0 +m1ω2) µβα2+β2 cos(ωt)

ïðè ε→ 0. åøåíèå (x1,ε, x2,ε) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Ïóñòü òåïåðü k̂1 6= 0 è hk̂1  ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé óíêöèÿ
(4.3). Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî h
k̂1
íåïðåðûâíî
äèåðåíöèðóåìà ïðè k̂1 ∈ [0, δ] â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè (A˜1C, A˜1S, A˜2C, A˜2S).
Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîé óíêöèè ([8℄, ë. X, 2)
è òîãî, ÷òî óíêöèÿ t 7→ (Ω1(t) − Ω2(t))(A˜1C, A˜1S, A˜2C, A˜2S)∗ ïåðåñåêà-
åò 0 òðàíñâåðñàëüíî. Äàëåå, âíîâü ïî òåîðåìå î íåÿâíîé óíêöèè, ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ k̂1 > 0 óíêöèÿ hk̂1 èìååò åäèíñòâåííûé íóëü
(A1C,k̂1, A1S,k̂1, A2C,k̂1, A2S,k̂1) òàêîé, ÷òî
(A1C,k̂1, A1S,k̂1, A2C,k̂1, A2S,k̂1) →
(
µα
α2 + β2
,
µβ
α2 + β2
, 0, 0
)
ïðè k̂1 → 0 (4.8)
Èç íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé óíêöèè h
k̂1
ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ k̂1 > 0 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (hk̂1)
′(A1C,k̂1, A1S,k̂1, A2C,k̂1, A2S,k̂1)
èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Óìåíüøèì δ > 0 åùå è òàê, ÷òî
A1C,k̂1 > 0 è A1S,k̂1 > 0 ïðè k̂1 ∈ [0, δ] (4.9)
è ïîêàæåì, ÷òî
A2C,k̂1 6= 0 èëè A2S,k̂1 6= 0 ïðè ëþáîì k̂1 ∈ [0, δ] (4.10)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü A2C,k̂1 = A2S,k̂1 = 0 ïðè íåêîòî-
ðîì k̂1 ∈ [0, δ]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óíêöèè óñðåäíåíèÿ hk̂1 â òî÷êå
˜˜
A =
12
(A1C,k̂1, A1S,k̂1, 0, 0) âû÷èñëèì (Ω1(t)
˜˜
A− Ω2(t) ˜˜A)+. Èìååì
Ω1(t)
˜˜
A−Ω2(t) ˜˜A = (a12 + a11 −m1ω2)(A1C,k̂1 sin(ωt) +A1S,k̂1 cos(ωt)). (4.11)
Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëÿ óíêöèè (4.11) îïðåäåëÿþòñÿ îðìóëàìè
t1 = −t2, t2 = 1
ω
arccos
 A1C,k̂1√
(A1C,k̂1)
2 + (A1S,k̂1)
2

ïðè ýòîì
(
Ω1(·) ˜˜A− Ω2(·) ˜˜A)′ (t1) = −m1ω3√(A1C,k̂1)2 + (A1S,k̂1)2, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî (Ω1(t)
˜˜
A−Ω2(t) ˜˜A)+ = Ω1(t) ˜˜A−Ω2(t) ˜˜A, ïðè t ∈ [t1, t2], è (Ω1(t) ˜˜A−
Ω2(t)
˜˜
A)+ = 0, ïðè t ∈ [t2, t1+2pi/ω].Ïîëó÷åííûé âèä óíêöèè t 7→ (Ω1(t) ˜˜A−
Ω2(t)
˜˜
A)+ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü óíêöèþ h
k̂1
(A1C,k̂1, A1S,k̂1, 0, 0) è ïðèéòè ê
çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïîñëåäíèå äâå ñòðîêè ñèñòåìû h
k̂1
(A1C,k̂1, A1S,k̂1, 0, 0) = 0
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
k̂1
−k0(m1 +m2) +m1m2ω2
18k0m1m2ω2
 A1S,k̂1 A1S,k̂1
−A2C,k̂1 A2C,k̂1

 3A1S,k̂1√
(A1C,k̂1)
2 + (A1S,k̂1)
2
,
sin
3 arccos
 3A1C,k̂1√
(A1C,k̂1)
2 + (A1S,k̂1)
2



∗
= 0 (4.12)
Åñëè
m1m2ω
2 6= k0(m1 +m2) (4.13)
òî èç ñîîòíîøåíèé (4.12) ïîëó÷àåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë A1S,k̂1
è A1C,k̂1 ðàâíî íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4.9) è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü
(4.10). Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ.
Ïðåäëîæåíèå 2. (k̂1 6= 0). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1 è
óñëîâèå (4.13). Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0, ïðè êîòîðîì êàæäîìó k̂1 ∈ (0, δ]
ñîîòâåòñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0] ñèñòåìà (4.1)-(4.2)
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èìååò åäèíñòâåííîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (x1,ε, x2,ε) òàêîå, ÷òî
x1,ε(t)
x2,ε(t)
→

−k0A1C,k̂1 sin(ωt)− k0A1S,k̂1 cos(ωt)−
−k0A2C,k̂1 sin(2ωt)− k0A2S,k̂1 cos(2ωt)
(m1ω
2 − k0)A1C,k̂1 sin(ωt) + (m1ω2 − k0)A1S,k̂1+
+(4m1ω
2 − k0)A2C,k̂1 sin(2ωt) + (4m1ω2 − k0)A2S,k̂1 cos(2ωt)

ïðè ε → 0, ãäå ëèáî A2C,k̂1 6= 0, ëèáî A2S,k̂1 6= 0. Ïðè ýòîì
(A1C,k̂1, A1S,k̂1, A2C,k̂1, A2S,k̂1) → (
µα
α2+β2
, µβ
α2+β2
, 0, 0) ïðè k̂1 → 0 è ðåøåíèå
(x1,ε, x2,ε) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
4.2. Ïðèìåð êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñíîãî ãðîõî-
òà, ïðèâîäÿùèõ ê äâóõ÷àñòîòíûì êîëåáàíèÿì. Â ýòîì ïîä-
ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ ãðîõîòà, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ âñåì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ (2). Èç (4.4) èìååì
k2 = k0 · (m2/m1) · (1/4l2)
(
(1 + l2)−√(1− l2)− 4l2(m1/m2))2 . Â ÷àñò-
íîñòè, ïðèíÿâ m1 = 11, m2 = 64, ïîëó÷àåì k2 = (25/11)k0, íà îñíîâàíèè
÷åãî çàèêñèðóåì k0 = 11, k2 = 25. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷å-
íèÿ â îðìóëó (2.7), ïîëó÷àåì ω = ω1 =
√
5/4, 2ω = ω2 =
√
5/2.
Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ α, β, γ, σ, η íàõîäÿòñÿ êàê α =
√
5pi/4,
β = pik˜0/132 + 11pik˜2/300, γ =
√
5pi, σ = pik˜0/6 + pik˜2/150, η = −4pir/1815, â
÷àñòíîñòè, óñëîâèå (4.6) âûïîëíåíî. Ïî îðìóëå (4.7) íàõîäèì (A˜1C, A˜1S) =
−r
(
3403125 + 625(k˜0)
2 + 6050k˜0k˜2 + 14641(k˜2)
2
)−1
(6000
√
5, 80(25k˜0 +
121k˜2)/11). Íàêîíåö, óñëîâèå (4.13), î÷åâèäíî, âûïîëíåíî è ïðåäëîæåíèå
(2) ïîçâîëÿåò ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü m1 = 11, m2 = 64, k0 = 11, k2 = 25 è k˜0, k˜2, r > 0
 ïðîèçâîëüíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0, ïðè êîòîðîì êàæäîìó k̂1 ∈ (0, δ]
ñîîòâåòñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0] ñèñòåìà (4.1)-(4.2)
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x
1
-x
2 x
1
-x
2
2T
2T
t
-1.5
-1
-0.5
0.5
1
1.5
-1.5
-1
-0.5
0.5
1
t0 0
Ôèã. 2: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (4.1)-(4.2) ïðèm1 = 11,
m2 = 64, k0 = 11, k2 = 25, k˜0 = 0, k˜2 = 0, ε = 0.001, r = 10. Ñëåâà: k̂1 = 0, ñïðàâà: k̂1 = 25.
èìååò åäèíñòâåííîå 8pi/
√
5-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (x1,ε, x2,ε) òàêîå, ÷òî
x1,ε(t)
x2,ε(t)
→

−11A1C,k̂1 sin
(√
5t/4
)− 11A1S,k̂1 cos (√5t/4)−
−11A2C,k̂1 sin
(√
5t/2
)− 11A2S,k̂1 cos (√5t/2)
−(121/16)A1C,k̂1 sin
(√
5t/4
)− (121/16)A1S,k̂1 cos (√5t/4)+
+(11/4)A2C,k̂1 sin
(√
5t/2
)
+ (11/4)A2S,k̂1 cos
(√
5t/2
)

ïðè ε → 0, ãäå ëèáî A2C,k̂1 6= 0, ëèáî A2S,k̂1 6= 0. Ïðè ýòîì(
A1C,k̂1, A1S,k̂1, A2C,k̂1, A2S,k̂1
)
→
(
A˜1C , A˜1S, 0, 0
)
ïðè k1 → 0 è ðåøåíèå
(x1,ε, x2,ε) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Ïðåäñòàâëåííîå íà èã. 2 ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò, ÷òî
ïðè k̂1 6= 0 êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (4.1)-(4.2) äåéñòâèòåëüíî èìåþò íåîäíî÷à-
ñòîòíûé õàðàêòåð.
àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì BF6M10 îñíàóêè è CRDF (ïðîãðàììà
BRHE) è ãðàíòîì MK-1620.2008.1 Ïðåçèäåíòà Ô ìîëîäûì êàíäèäàòàì íà-
óê. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû â õîäå ñòàæèðîâêè àâòîðà â Èíñòèòóòå Ïðî-
áëåì Óïðàâëåíèÿ ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî. Â. Í. Òõàÿ è èíàíñèðóåìîé
ãðàíòîì ÔÔÈ 08-01-90704-ìîá_ñò. Èññëåäîâàíèå èç ðàçäåëà 3 ïîääåðæàíî
ãðàíòîì 09-01-90407-Óêð__à ÔÔÈ, îñòàëüíîå èññëåäîâàíèå  ãðàíòîì
09-01-00468-à. Àâòîð áëàãîäàðèò È. Ñ. Ìàðòûíîâó çà ïîìîùü â êîìïüþòåð-
íîì íàáîðå ñòàòüè.
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